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Теоретически изучена классическая сила радиационного трения для релятивистских электронов, 

проходящих через ориентированные кристаллы. Получены выражения для радиационного изменения 
поперечной энергии и углового момента, а также проведено их квазиклассическое обобщение. Приво-
дятся численные расчеты для энергий 150 ГэВ – 4 ТэВ для кристалла германия.  
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The classical radiative damping force for relativistic electrons passing through oriented crystals is stud-

ied theoretically. Expressions for the radiative change in the transverse energy and angular momentum are 
obtained, and their semiclassical generalizations are presented. Numerical calculations have been performed 
for energies of 150 GeV – 4 TeV for a germanium crystal. 
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Вопрос о классической силе электромагнитного действия электрона на самого себя изучается бо-

лее 100 лет, однако, в последнее время появилась возможность её экспериментального изучения [1] на 
примере движения электронов в кристаллах, ориентированных своими главными кристаллографиче-
скими направлениями вдоль вектора скорости электронов. Тема влияния излучения на движения элек-
тронов в таком режиме изучалась ещё в самом начале развития теории излучения при каналировании 
[2] и в более поздних работах [3], однако, развитие точности измерений делают эту задачу актуальной и 
сейчас. Другая возможность для экспериментального изучения силы радиационного трения открывает-
ся в связи с появлением сверхмощных петаваттных лазеров (см. ссылки в [3]). Между процессами в по-
лях кристаллов и лазеров существует глубокая аналогия [4], однако, как справедливо отмечено автора-
ми работы [1], ожидаемый эффект должен наиболее значимо проявиться именно при каналировании.  

Принципиальное отличие лазеров от кристаллов заключается в том, что параметр недипольности 
излучения  для лазерной волны не зависит от энергии движущейся в ней частицы и определяется 
отношением напряжённости лазерного поля к его частоте, тогда как в кристаллах  и растёт с 
ростом энергии пропорционально ; здесь  – Лоренц-фактор электрона с энергией  и 

массой покоя ,  – скорость света,  – критический угол Линдхарда,  – атомный но-
мер кристалла,  – расстояние между атомами в атомной цепочке вдоль выбранного направления в кри-
сталле,  – поперечная по отношению к кристаллографическому направлению скорость электрона (в 
единицах скорости света). Это приводит к тому, что в полях петаваттных лазеров параметр  может 
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достигать нескольких сотен, тогда как в кристаллах, даже при ТэВ-ных энергиях этот параметр на поря-
док меньше. С другой стороны, параметр, определяющий эффекты квантовой электродинамики  даже 
для лазеров петаваттной мощности не превышает единицу, тогда как в тяжёлых кристаллах этот пара-
метр может быть  уже при энергиях в сотни ГэВ, здесь , где  есть сила, дейст-
вующая на электрон со стороны внешнего поля. В ориентированных кристаллах эта сила носит попе-
речный характер по отношению к направлению движения электрона и перпендикулярна атомным це-
почкам (плоскостям), причём  , где  – координата электрона в плоскости, пер-
пендикулярной атомной цепочке, направление которой определяется осью ,  – непрерывный по-
тенциал атомной цепочки (плоскости). Далее, обозначение напряжённости электрического поля атом-
ной цепочки   той же буквой, что и энергия электрона недоразумений не вызовет.  

Поперечная составляющая классической силы радиационного трения в приближении Ландау–Лифшица 
для электрона, движущегося в статическом электрическом поле с напряжённостью  имеет вид [5] 

                                 (1) 
где ,  – поперечная составляющая скорости, классические потери энергии за еди-
ницу времени определяются как 

                                                                (2)                                                               
Продольная составляющая силы радиационного трения равна . Детальный анализ 

классического уравнения (1) применительно к ориентированным кристаллам представлен в работе [6].  
Оценим порядок величины каждого члена в (1), для чего учтём, что  , где  – глуби-

на потенциальной ямы атомной цепочки (плоскости),  параметр экранирования Томаса-Ферми, 
. Тогда получаем, что вторым и последним членами в (1) можно пренебречь (см. также [1]), а 

отношение первого члена к третьему примерно равно  . Поскольку   (для алма-
за <111>   эВ), то получаем, что первый член в (1) доминирует при относительно низких энерги-
ях, не превышающих 10 ГэВ. Величину  можно интерпретировать как отношение энергии электрона  
к характерной энергии излучаемого фотона . Тогда условием, когда можно пренебречь третьим чле-
ном в (1) является условие классичности процесса излучения  . Квазиклассическое обобщение вы-
ражения (1) можно получить заменой (2) квантовой формулой для сечения излучения [7, 8].  

Уравнение движения электрона в поле непрерывного потенциала атомных цепочек будет 

                                                                   (3) 
где  – поперечный импульс.  Для продольного импульса имеем  .  

Практический интерес представляет собой скорость изменения поперечной энергии электрона  

                                                                         (4) 
Величина (4) является интегралом поперечного движения в поле непрерывного потенциала в отсутствии 

радиационного трения. Дифференцируя (4) по времени с учётом существенных членов в (1) получаем 

                                                       (5) 
При аксиальном каналировании аналогичное уравнение следует записать и для углового момента 

относительно атомной оси  .  
На практике энергия электрона слабо меняется за счёт излучения на периоде его поперечных ос-

цилляций . Поэтому представляют интерес величины, усреднённые по периоду поперечных колеба-
ний. Согласно (5) в случае потенциала с аксиальной симметрией  усреднённые по периоду  скоро-
сти изменения поперечной энергии и углового момента равны 

                                                              (6) 

                                                                  (7) 
где , а угловые скобки означают усреднение по периоду поперечных радиальных осцилляций 

                                                                               (8) 
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где  – радиальная поперечная скорость, так что , , ,  – 
азимутальный угол электрона в поперечной плоскости. При выводе (6) и (7) из (5) мы провели интегри-
рование по частям в выражении (8).  

Из (6) видно, что поперечная энергия всегда уменьшается за счёт излучения. Альтернативным эффек-
том, но увеличивающим поперечную энергию, является многократное рассеяние электрона на тепловых коле-
баниях атомов кристалла [9]. Соответствующее среднее изменение поперечной энергии равно 

                                                                    (9) 
где ,  

                                                        (10) 
среднеквадратичный угол многократного рассеяния в аморфной среде на единице длины пути,  – чис-
ло атомов мишени в единице объёма,  

                                                                  (11) 
где  – средняя амплитуда тепловых колебаний атомов цепочки.  

Для адекватной оценки характера изменения поперечной энергии в результате излучения и мно-
гократного рассеяния необходимо знать также и среднеквадратичное приращение  . В случае из-
лучения эта величина получается усреднением по периоду поперечного движения выражения  

                                                                (12) 
где  есть вероятность излучить фотон с энергией   на единице длины,  – соответствующее из-
менение поперечной энергии (см. формулу (26) в [10]). В наших расчетах для вероятности излучения  
мы брали квантовые выражения в приближении постоянного поля [7]. Полные потери энергии на излучение 
на единице длины пути, которые входят в (6) и (7) мы также вычисляли с учётом квантовых эффектов 

.                                                                  (13) 

На рис. 1 показаны среднее (А) и среднеквадратичное (В) приращения поперечной энергии на 
единице длины за счёт излучении (6) в кристалле германия <110>, охлаждённого до 100K (  эВ), 
как функция поперечной энергии (заданной в единицах глубины потенциального барьера ), для раз-
личных энергий электронов. Все кривые на рисунке усреднены также по угловым моментам. Пунктир-
ные линии соответствуют тем же величинам для многократного рассеяния (9), причём учитывалось, что 
среднеквадратичное изменение поперечной энергии для многократного рассеяния связано со средне-
квадратичным углом многократного рассеяния как [11] 

            
Рис. 1. Среднее (А) и среднеквадратичное (В) приращение поперечной энергии на единице длины  
в кристалле германия <110> как функция поперечной энергии для различных энергий электронов:  

1 – 150 ГэВ; 2 – 300 ГэВ; 3 – 600 ГэВ; 4 – 1 ТэВ; 5 – 2 ТэВ; 6 – 4 ТэВ. Пунктирные линии –  
соответствующие величины для многократного рассеяния при энергии 150 ГэВ 

                                                             (14) 
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где зависимость среднеквадратичного угла рассеяния от расстояния до атомной цепочки определяется 
формулой (11). На верхнем рис. 1В приведены значения этой величины, делённые на 2 в соответствии с 
множителем в диффузионных уравнениях. Положительные поперечные энергии соответствуют квази-
каналированным частицам с инфинитными поперечными траекториями и здесь не рассматриваются.  

Результаты расчётов среднего и среднеквадратичного изменения поперечной энергии за счёт из-
лучения для кристалла германия, ориентированного вдоль оси <110> представлены на рис. 1В для элек-
тронов с энергиями от 150 ГэВ до 4 ТэВ в зависимости от поперечной энергии, заданной в единицах 
глубины потенциальной ямы. Пунктирными линиями показаны эти же величины для многократного 
рассеяния при энергии пучка 150 ГэВ. Учитываются только каналированные электроны, поперечная 
энергия которых отрицательна. Демпинг поперечной энергии на единице длины пути показан на ниж-
нем рис. 1А, причём представлено абсолютное значение этой величины. На верхнем рис. 1В показано 
среднеквадратичное приращение поперечной энергии. Из рисунка следует, что указанные величины 
сильно зависят от поперечной энергии, достигая своего максимума при поперечных энергиях 

.  
Для рассматриваемых энергий уменьшение поперечной энергии из-за излучения преобладает над 

её увеличением за счёт многократного рассеяния. При  ГэВ среднеквадратичное изменение по-
перечной энергии за счёт излучения и за счёт многократного рассеяния примерно равны друг другу для 
основной части пучка электронов, большинство из которых сосредоточено в области с . Этим объ-
ясняется хорошее согласие с экспериментом расчетов спектров излучения при энергии 150 ГэВ в при-
ближении постоянной поперечной энергии [9]. При больших энергиях радиационное уменьшение попе-
речной энергии будет сильно доминировать.  

Заметим, что классическое выражение (6) допускает квантовую интерпретацию. Так, первый член 
в (6) является классическим аналогом квантовых дипольных переходов между состояниями поперечной 
энергии, которые приводят к пикам в спектре излучения при каналировании при энергиях, не превы-
шающих 100 МэВ [6].  
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